Учитель МБОУ СОШ № 8 г. Кстово Нижегородской области Абдурашитова А. Ш.
Разработка уроков алгебры по теме «Сочетания и размещения»

11 класс
Сочетания и размещения
При изучении этих тем мы рассмотрим некоторые типовые комбинаторные задачи. Учащиеся ознакомились с тем, что при статистической обработке информации имеем дело с конкретными данными реально проведенных измерений и изучают события, уже происшедшие в действительности. В теории вероятностей  изучают различные модели случайных событий, их свойства и числовые характеристики и имеют дело с некоторыми идеальными представлениями о реальных событиях. Учащиеся  знают алгоритм нахождения вероятности случайного события, правило умножения, понятие противоположного события. 
Глава 9, урок 5.

Тема урока: Сочетания и размещения

Цель урока: познакомить учащихся с понятиями сочетания и размещения  

        Комбинаторика – это раздел математики, в которой исследуются и решаются задачи выбора элементов из исходного множества и расположения их в некоторой комбинации, составляемой по заданным правилам. Исходное  множество обычно считается конечным,   состоящим из n различных элементов, либо из n
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 одинаковых элементов первого типа, n
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.  Например,  множество  a, b, c, d, e состоит из 5 различных элементов, а множество a, a, b, c, c, c, d, e, e - состоит из n 
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 элементов, среди которых не все различны. Если исходное множество состоит из  n различных элементов, то при каждом выборе мы будем извлекать из него новый элемент, отличный от всех других -  это выбор без повторений, а со вторым множеством - выбор с повторениями. 
Извлеченные из исходного множества m элементов составляют выборку; из элементов выборки в соответствии с заданными правилами строится комбинация  элементов. Вид и свойства комбинации определяются правилами ее построения.  Например, из элементов множества a, b, c, d, e (n=5) можно выбрать три элемента (m=3) так
a, b, c 

b, c, d 

c, b, d
Далее ученики составляют другие комбинации по 3 элемента. Из этих элементов можно составить комбинации по 4, по  5 элементов. Важно в каждом случае определить число полученных комбинаций. 
Различные варианты составляемой  комбинации элементов в задачах об одной комбинации  могут отличаться один от другого:

1. Только порядком расположения выбранных m элементов; такие комбинации называются перестановками из m элементов. Например: abc, acb, bac, bca, cab, cba – это перестановки из 3 элементов. В каждую из них входит одни и те же элементы, но в каждую  - в различном порядке( нет ни одной пары комбинаций с одинаковым порядком расположения элементов).
2. Только составом входящих в комбинацию m элементов , без учета порядка их расположения; такие комбинации называются сочетаниями из n элементов по  m. Например, из элементов множества a, b, c, d, e (n=5) можно составить следующие сочетания по три элемента (m=3); abc, abd, abe, acd, ace, ade, bcd, bce, bde, cde.  Каждая из этих комбинаций отличается от любой другой хотя бы одним входящим в нее элементом; нет ни одной пары комбинаций с одинаковым составом элементов(например, комбинации abc,  bac, bac  и т.д. не рассматриваются, считаются тождественными, неразличимыми). Сочетания – это неупорядоченные m элементные подмножества исходного множества. 
3. Как составом, так и порядком  расположения m элементов в комбинации; такие комбинации называются размещениями из n элементов по m. Размещения – это упорядоченные m элементов подмножества исходного множества. Одно размещение отличается от другого либо составом элементов, либо порядком их расположения, либо и тем и другим одновременно. Например, из элементов a, b, c, d (m=4) можно составить следующие размещения по 3 элемента (m=3).
      Меняется состав (по горизонтали), меняется порядок (по вертикали), 


  
abc   abd   acd   bcd




  acb
adb   adc   bdc


bac
bad
cad  cbd


bca   bda    cda  cdb


cab  dab   dac   dbc

 cba  dba  dca   dcb
        меняется  и порядок и состав (по диагонали )
Пример №1
В чемпионате по футболу участвовало 7 команд. Каждая  команда  сыграла по одной игре с каждой командой. Сколько всего было игр?

Решение. Первый способ.
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ПО ДИАГОНАЛИ КЛЕТКИ ЗАКРАШЕНЫ, так как никакая команда не играет сама с собой. Если убрать  диагональные клетки, то останется 7
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. Ниже не записываем результаты,  так как игры отражены уже в результатах в верхней таблице. Количество всех игр равно половине от 42 , т.е. 21. 
Второй способ.

Пронумеруем команды №1, №2, …, №7. Команда №1 встречаются с командами №2 – 7 – это 6 встреч, команда №2 – 5 встреч, т.к. с №1 уже играли…и т.д. Получим

                                               6 + 5 +4 +3 + 2 +1 = 21
Третий способ( в общем виде). 

Первую команду можно выбрать n способами, а вторую – (n – 1) способами. По правилу умножения получаем n(n-1). Но при этом состав каждой игры посчитан дважды. Значит, число игр равно 
[image: image12.wmf]2

)

1

(

-

n

n

. Тем самым фактически доказана теорема. 
Теорема (о выборе двух элементов).Если множество состоит из n элементов и требуется выбрать два элемента без учета их порядка, то такой выбор можно произвести 
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 способами. 

	Число всех выборов двух элементов без учета их порядка из n элементов называется числом сочетаний из n элементов по 2 и обозначают C
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C – это первая буква слова combinations, с другой стороны С – это первая буква слова сочетание. Учитывая все выводы о выборе 2 элементов без учета их порядка можно записать формулу 
C
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Задача.   Встретились 11 футболистов и 6 хоккеистов,  и  каждый стал играть с каждым в шашки, которые они «давненько не брали в руки». Сколько встреч было: а) между футболистами; б) между хоккеистами; в) между футболистами и  хоккеистами; г) всего?
Решение. 
а) 
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в) одно испытание – выбор футболистов – 11, хоккеистов – 6, испытания независимые, игр получится 11
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г) Можно сложить все предыдущие ответы:  55 + 15 + 66 = 136 или можно использовать  и формулу для числа сочетаний 

                                С
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А что получится, если мы будем учитывать порядок двух выбираемых элементов? 

Теорема3. Если множество состоит из n элементов и требуется выбрать из них два элемента, учитывая их порядок, то такой выбор можно произвести n(n-1) способами. 

Определение.
	Число всех выборов двух элементов с учетом их порядка из n элементов называют числом размещений из n элементов по два и обозначают А
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Далее по учебнику объясняются формулы А
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 и решить задачи из учебника, решения которых даны в п. 52.
Урок 9. Сочетания
Цели:
·  познакомить учащихся с сочетаниями без повторений и с повторениями;

·  закрепить новые формулы с помощью решения задач.

Оборудование: аншлаги с формулами

Ход урока
1. Сообщение темы и целей
2. Домашнее задание на карточках
1) Из 20 учащихся кружка математики четверых необходимо отправить на олимпиаду. Сколькими способами можно составить команду?

Решение: [image: image25.png]4 __ 200
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3)  В вазе стоят 10 белых и 5 красных роз. Сколькими способами можно выбрать из вазы букет, состоящий из двух красных и одной белой розы?

Решение: [image: image26.png]<
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 = 100.[image: image30.png]



3) Сколько существует различных треугольников, длины сторон которых принимают значения 5, 6, 7, 8, 9? Сколько из них равносторонних, равнобедренных и разносторонних?

4. Повторение
1) Назовите формулу размещений без повторений, размещений с повторениями, перестановок без повторений и перестановок с повторениями;

2) Назовите правила произведения и суммы.

5. Работа по новой теме
5.1. Понятие «сочетаний без повторений»

Задача: рассмотрим все возможные способы составления букетов, в которых по-разному сочетаются три розы из данных пяти роз разного цвета, например: белая, красная, черная, желтая и чайная.

Введем определение:

Сочетаниями без повторений из n элементов по т элементов называются соединения, каждое из которых состоит из m элементов, взятых из данных n элементов.

Число сочетаний из п элементов по m обозначают [image: image31.png]


 и читают «С из n по m».

Два сочетания из п элементов по т отличаются друг от друга хотя бы одним элементом. В отличие от размещений, порядок следования элементов здесь не учитывается.

Число сочетаний без повторений равно: [image: image32.png]ro_n
T k- k)l




Понятие «сочетаний с повторениями»

- Число сочетаний с повторениями из n элементов по m выражается через число сочетаний без повторений. 

- Назовите формулу числа сочетаний без повторений.

Найдем число сочетаний с повторениями из четырех элементов А, Б, В, Г по три элемента:

	ААА
	АБВ
	БББ
	ГГГ

	ААБ
	АБГ
	ББВ
	ВВВ

	ААВ
	АВВ
	ББГ
	ВВГ

	ААГ
	АВГ
	БВВ
	ВГГ

	АББ
	АБГ
	БВГ
	ГГГ


Число сочетаний с повторениями обозначается символом [image: image33.png]


. В данном случае мы получили [image: image34.png]


, тогда как число сочетаний без повторений из четырех элементов по 3 есть [image: image35.png]


.

Формула числа сочетаний из m элементов по n элементов с повторениями имеет вид:

[image: image36.png]



Решим предыдущую задачу с помощью этой формулы.

[image: image37.png][o:d
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Сочетание с повторениями из m элементов по n элементов может содержать любой элемент сколько угодно раз от 1 до n включительно, либо совсем не содержать его. Во всех случаях два соединения не считаются различными сочетаниями, если они отличаются друг от друга только порядком расположения элементов.

6. Первичное закрепление
Давайте сначала выясним, чем отличаются размещения от сочетаний? В сочетаниях порядок элементов не важен, а размещениях – важен!

Задача 1. Из 15 членов туристической группы надо выбрать трех дежурных. Сколькими способами можно сделать этот выбор?

Решение: каждый выбор отличается от другого хотя бы одним дежурным. Значит, здесь речь идет о сочетаниях из 15 элементов по 3. Следовательно, по формуле получаем [image: image38.png]a3 151 151 131415
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Задача 2. В магазине «Филателия» продается 8 различных марок, посвященных спортивной тематике. Сколькими способами можно выбрать из них 3 набора?

Решение: [image: image39.png]5__ 8 8!
3 n

e





Задача 3. На полке стоит 12 книг: англо-русский словарь и 11 художественных произведений на английском языке. Сколькими способами читатель может выбрать 3 книги, если :

а) словарь нужен ему обязательно;

б) словарь ему не нужен?

Решение:

а) [image: image40.png]S s
21(11-2)1





б) [image: image41.png]



 
Задача 4. В классе учатся 16 мальчиков и 12 девочек. Для уборки территории требуется выделить четырех мальчиков и трех девочек. Сколькими способами это можно сделать?

Решение: [image: image42.png]4 e 16! 121
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Задача 5. На тренировках занимаются 10 баскетболистов. Сколько различных стартовых пятерок может образовать тренер?

Решение. [image: image43.png]S

101
5151
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Задача 6. Сколько наборов из семи пирожных можно составить, если в продаже имеется четыре сорта пирожных?

Решение. [image: image44.png]_ct __ 10 10987654321
T M0-7 7654321321

e

=120




 наборов

Задача 7. Сколько существует различных треугольников, длины сторон которых принимают значения: 8, 10, 12 и 14 см? Сколько среди них равносторонних, равнобедренных, разносторонних?

Решение: число различных треугольников равно числу сочетаний с повторениями из четырех элементов по три: [image: image45.png][o:d
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.

Из них количество разносторонних треугольников равно числу сочетаний без повторений их четырех элементов по три, т.е.[image: image46.png]s
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. Количество равносторонних треугольников – 4, а равнобедренных треугольников: 20 – 4 – 4=12.

Задача 8. Сколько всего существует результатов опыта, заключающегося в подбрасывании двух одинаковых игральных костей?

Решение. [image: image47.png]Ci=ci,

1 =





Задача 9. В почтовом отделении продаются открытки 10 сортов. Сколькими способами можно купить в нем 12 открыток? 8 открыток? 8 различных открыток?

Решение. [image: image48.png]o’ _ ok
Cp =Ca




293 930 способами.

[image: image49.png]
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6. Итог урока
- Что нового вы сегодня узнали на уроке?

- Чем отличаются сочетания от размещений? (сочетания – порядок не важен, размещения – порядок важен!)

Урок 10. Урок-практикум. Подготовка к контрольной работе
 Цели:

·  подготовить учащихся к контрольной работе с помощью решения задач и повторения некоторых теоретических вопросов;

Оборудование: карточки с задачами.

Ход урока
1.  Сообщение темы и целей
Сегодня на уроке мы будем готовиться к контрольной работе: решать задачи и повторять теорию

2.  Домашнее задание
Подготовиться к контрольной работе

3.  Практикум
Теоретические вопросы

Заполнить пропуски:
1.  Если некоторый объект А можно выбрать m способами, а другой объект В можно выбрать n способами, то выбор «либо А, либо В» можно осуществить … способами. (m+n)

2.  Кортежи длины k, составленные из элементов п-множества, называют размещениями … из п элементов по k. (с повторениями)

3.  Два … из п элементов по т отличаются друг от друга хотя бы одним элементом. (сочетания)

Решение задач

Решить задачи:
1.  «Вороне где-то Бог послал кусочек сыра», колбасы, хлеба и шоколада. «На ель Ворона взгромоздясь, позавтракать совсем уж было собралась, да призадумалась»: если есть кусочки по очереди, то из скольких вариантов придется выбирать?

2.  Сколькими способами можно из 25 учащихся выбрать 5 для участия в школьном марафоне?

3.  Сколькими способами могут быть распределены золотая и серебряная медали по итогам первенства по футболу, если число команд 12?

4.  В классе 7 человек успешно занимаются математикой. Сколькими способами можно выбрать из них двоих для участия в математической олимпиаде?

5.  Из 12 солдат нужно в разведку послать 5. Сколькими способами это можно сделать?

6.  Учащимся дали список из 10 книг, которые рекомендуется прочитать во время каникул. Сколькими способами ученик может выбрать из этого списка 6 книг?

7.  Назовем симпатичными числа, в записи которых используют только нечетные числа. Сколько существует четырехзначных симпатичных чисел?

8.  Сколько пятизначных чисел можно составить, используя только цифры 3 и 5?

9.  «Проказница Мартышка, Осел, Козел и косолапый Мишка затеяли сыграть квартет». Сколькими способами они могут распределить четыре имеющихся у них инструмента?

10.  «Проказница Мартышка, Осел, Козел и косолапый Мишка затеяли сыграть квартет». На складе 12 музыкальных инструментов. Мишке поручили принести со склада 8 любых инструментов. Сколько вариантов выбора есть у мишки?

11.  Гера, Афина и Афродита попросили Париса не только назвать самую красивую из них, но и указать, кто «на втором и третьем местах». Сколько есть вариантов ответа?

12.  Из 15 членов туристической группы надо выбрать трех дежурных. Сколькими способами можно сделать этот выбор?

13.  В магазине «Филателия» продается 8 различных наборов марок, посвященных «Дню Победы». Сколькими способами можно сформировать из них 3 набора?

14.  Сколько существует способов составить расписание уроков на один день из 6 предметов?

15.  Алфавит племени тумба-юмба состоит из букв А, У, С. Словом является любая последовательность из 4 букв. Сколько слов в языке этого племени?

16.  Сколькими способами можно выложить в ряд красный, зеленый, черный, синий кубики?

17.  Из колоды в 36 карт вынимают 5 карт. Найдите число всех возможных вариантов выбора.

18.  В классе 27 учеников, из которых нужно выбрать троих: первый ученик должен решить задачу, второй – сходить за мелом, третий – пойти дежурить в столовую. Сколькими способами это можно сделать?

 
Ответы и решения к задачам
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7.  нечетные цифры: 1, 3, 5, 7, 9
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9.  Рn=n!=4!=24
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11.  6 способов
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14.  Рn=6!=720
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16.  Pn=5!=120
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Урок 11: Контрольная работа по теме «Комбинаторные задачи»
Цели:

·  Проверить знания, умения, навыки по всему курсу с помощью контрольной работы с разноуровневыми заданиями;

Оборудование: карточки с заданиями.

Ход урока
1.  Сообщение темы и целей
2.  Контрольная работа по вариантам
I вариант
Заполнить пропуски:
1.  Задачи, в которых идет речь о тех или иных комбинациях объектов, называются (комбинаторными).

2.  Если объект А можно выбрать m способами и если после каждого такого выбора объект В можно выбрать п способами, то выбор пары (А, В) в указанном порядке можно осуществить способами. (m∙п)
3.  Произведение всех чисел от 1 до n называется (факториалом)

4.  Число размещений с повторениями находится по формуле: ([image: image64.png]


)

5.  Сочетаниями … из n элементов по т элементов называются соединения, каждое из которых состоит из m элементов, взятых из данных n элементов. (без повторений)

6.  Формула числа сочетаний из m элементов по n элементов с повторениями имеет вид: … ([image: image65.png]


)

Решить задачи:
1.  Сколько всевозможных двузначных чисел можно записать, используя цифры 7, 4, 5?

2.  Сколькими способами можно из 6 человек составить комиссию, состоящую из двух человек?

3.  В соревновании участвуют 10 человек. Сколькими способами могут распределиться между ними места?

4.  Сколькими способами можно расставить на полке 4 различные книги?

5.  Сколько различных словарей необходимо переводчику, чтобы он мог переводить с любого из 5 языков – русского, английского, немецкого, французского, испанского – на любой другой из этих языков?

6.  Пять человек обменялись друг с другом фотографиями. Сколько всего фотографий было?

7.  На плоскости отмечены 6 точек. Каждые две точки соединили отрезком. Сколько получилось отрезков?

II вариант
Заполнить пропуски:
1.  Задачи, в которых идет речь о тех или иных комбинациях объектов, называются (комбинаторными).

2.  Если объект А можно выбрать m способами и если после каждого такого выбора объект В можно выбрать п способами, то выбор пары (А, В) в указанном порядке можно осуществить способами. (m∙п)
3.  Произведение всех чисел от 1 до n называется (факториалом)
4.  Число размещений с повторениями находится по формуле: ([image: image66.png]


)

5.  Сочетаниями … из n элементов по т элементов называются соединения, каждое из которых состоит из m элементов, взятых из данных n элементов. (без повторений)

6.  Формула числа сочетаний из m элементов по n элементов с повторениями имеет вид: ([image: image67.png]


)

Решить задачи:
1.  Сколько всевозможных двузначных чисел можно записать, используя цифры 1, 2, 3, 4, так, чтобы цифры в записи числа не повторялись?

2.  Сколькими способами можно переставить 5 различных геометрических фигур?

3.  Пять человек пожали друг другу руки. Сколько было рукопожатий?

4.  За свои рисунки ученик получил две положительные оценки. Какими они могут быть? Сколько вариантов?

5.  Сколько флагов можно составить из трех разных цветов, если имеются полосы синего, белого, красного цветов?

6.  В понедельник в пятом классе 5 уроков. Сколькими способами можно составить расписание на понедельник?

7.  Из десяти учащихся надо выбрать старосту, физорга и культорга. Сколькими способами это можно сделать?

Ответы и решения
	I вариант
	II вариант
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4.  Pn=4!=24

5.  Pn=5!=120

6.  Pn=5!=120
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2.  Pn=5!=120
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4.  положительные оценки: 4, 5.

22=4

5.  Рn=3!=6

6.  Pn=5!=120
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                        Решение  задач из учебника (задачник 10-11, Мордкович)
№ 52.1. 

Двузначное число составляют из цифр 0,1,3,4,5,6,9 (повторение цифр  допустимы).

 а) Сколько всего можно составить чисел? 

б) Сколько всего можно составить чисел, больших 50?

 в) Сколько всего можно составить нечетных чисел?

 г) Сколько всего можно составить нечетных чисел, меньших 55?

Решение

а) Из 7 цифр надо составить двузначные числа, порядок цифр важен, следовательно число всех выборов двух элементов из 7 данных будет 

                                      А
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 б) Фиксируем цифру 5 на первое место; на второе место можно поставить цифры 1,3,4,5,6,9, то есть всего 6 цифр. Порядок цифр важен. Получим количество чисел больших 50, но меньше 60.
 
А
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Фиксируем цифру 6 на первое место; на второе место можно поставить цифры 0,1,3,4,5,6,9, то есть всего 7 цифр. Порядок цифр важен. Получим  количество чисел от  60, но меньше 70.


А
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Фиксируем цифру 9 на первое место; на второе место можно поставить цифры 0,1,3,4,5,6,9, то есть всего 7 цифр. Порядок цифр важен. Получим  количество чисел от  90 до 99.

 
А
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Всего количество вариантов  будет: 

А
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в) Чтобы получить нечетное число, надо на 1 место выбрать 6 цифр (все, кроме 0), на второе место выбираем только 4 цифры – 1,3,5,9. По правилу произведения получим

А
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 г) ) Чтобы получить нечетное число, надо на 1 место выбрать 4 цифры (1,3,5,9), на второе место выбираем  4 цифры – 1,3,5,9. По правилу произведения получим 


А
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Мы получим числа вида 

                   11,13, 15, 19; 31,33,35,39; 41,43,45,49; 51,53,55,59.  Однако по условию задания составить нечетные меньше 55, то надо из всех полученных чисел искючить нечетные числа 55и59. Таким образом, 16 – 2 = 14 чисел.
Ответ: а) 42; б) 20; в) 24; г) 14.


№ 52.2. 

В шахматном зале – 5 столов. Для проведения игры за каждый стол садится по одному шахматисту из двух встречающихся команд. В каждой команде 5 шахматистов. 

а) Найдите число всех возможных составов матча( Иванов – Петров, Сидоров – Каспаров и т. д.).
Решение: За 5 столов должны сесть по 5 человек из каждой команды. Значить, всего имеется Р
[image: image82.wmf]5

способов их рассаживания: Р
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 составов матча.

б) То же, но для 2-х независимых проводимых матчей.

Решение: Если для проведения игры по одному составу надо 120 способов, то для проведения 2-х независимых матчей по правилу произведения надо Р
[image: image84.wmf]14400
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в)То же, но если во втором матче участвует по 3 лучших шахматиста из каждой команды.
Решение: в 1 матче участвуют по 5 игроков, способов составов 120, во втором матче участвуют 3  лучших игрока из каждой команды Р
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 способов составов. Значит в 2-х матчах участвуют Р
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составов.
г) То же, что в пункте б), но во втором матче капитаны команд обязательно играют между собой.

Решение: В 1 матче- Р
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способов, затем капитаны играют друг с другом Р
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способов.  Всего Р
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Ответ: а) 120; б) 14400; в) 720; г) 2880.

· № 52.5. 

Сколькими нулями оканчивается число: а) 10!; б) 15!; в) 26!; г) 100!?

Решение. а)разложим 10! на простые множители: 

10!= 1
[image: image91.wmf].
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Значит 10! Оканчивается на 2 нуля. Важно, что степень двойки будет больше степени пятерки.
б) аналогично для 15!= 10! 
[image: image92.wmf]15
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, то добавились 2
[image: image93.wmf]10

5

=

×

. Итак, оканчивается число на 3 нуля.

в) аналогично рассуждая получим 6 нулей в числе 26!

г) От 1 до 100 есть 20 чисел, кратных 5. Это 5,10,15,20, …95, 100. Каждое из них при разложении на простые множители даст по пятерке. Кроме того, 25, 50, 75, 100 кратны 25 и поэтому дадут еще по одной пятерке. Значит 100! Оканчивается 24 нулями.
Ответ: а)2; б)3; в)6; г)24. 

· № 52.12. 

Решить неравенство:

а) 120 < А 
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 Решение. 
а) 120 < А 
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  ,  120(k-3)(k-4)< 140. Крайне неразумно раскрывать скобки, лучше перебрать случаи k= 4,5,6,7,8 …Тогда (k-3)(k-4)  равно 0,2,6,12, 20, 30, 42, 56, 72, 90, 110. 132, 156, …Подходит только число 132. Поэтому (k-3) =12, (k-4) = 11, к = 15.

б) С
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45< n(n-1)<28
n(n-1)= 20

n=5

в) С
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45< x(x-1)<60
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114< x(x-1)<133
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  x(x-1)= 132; х=12.
· № 52.13. 

Найти значение n, при котором :

а) число С
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г) число С
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 Решение. 
а) С     
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(n-7)(4n+1)=0

Итак, n=7
б) С
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Итак, n=8
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№ 52.14. 

« Вороне где-то Бог послал кусочек сыра», брынзы, колбасы, сухарика и шоколада. «На ель Ворона  взгромоздясь, позавтракать  совсем уж было собралась, да призадумалась»: 

а) если есть кусочки по очереди, то из скольких вариантов придется выбирать; 

б) сколькими способами можно составить «бутерброд» из двух кусочков; 
в) если съесть сразу 3 кусочка, а остальные спрятать и съесть завтра и послезавтра, то из скольких придется выбирать; 
г)сколько получится, если один кусочек все-таки бросить Лисе, а потом ответить на вопрос а)?
Решение: 

а) Вороне Бог послал кусочки 5 различных видов. Если есть кусочки по очереди – это значит выбирать только порядок их расположения, т.е. образовывать разные перестановки из 5 элементов. Количество вариантов: 
                                                       Р
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б) Делать бутерброды их 2 кусочков – это значит выбирать разные пары из 5 данных кусочков; при этом порядок выбора не важен; количество вариантов 


С
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в) Спрятать какие-то 2 кусочка – это значит выбрать пару из 5 данных кусочков без учета порядка, а остальные 3 съесть  сразу, то количество вариантов будет 
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После этого остается 2 кусочка, которые можно съесть завтра и послезавтра – это будет  С
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 способами. Вариантов выбора по правилу произведения будет во всей ситуации         
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г) Если один кусочек все-таки бросить Лисе, то останутся 4 кусочка, которые можно съесть одним из Р
[image: image132.wmf]24
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 способами( меняется только порядок поедания). Но Лисе можно бросить любой из 5 имеющихся кусочков, при этом в каждом случае будут оставаться 4 разных набора кусочков, каждый из которых можно съесть 24 способами. Общее количество способов будет равно 

 
Р
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Ответ: а) 120; б) 10; в) 20; г) 120.
· № 52.15. 
Три клавиши из 7 клавиш, соответствующих нотам до, ре, ми, фа, соль, ля, си одной октавы, можно нажать либо одновременно(аккорд), либо поочередно(трезвучие). 

а) Найти число всех возможных трезвучий. 

б) Найти число всех возможных аккордов.

в) Найти число всех возможных аккордов, содержащих ноту соль.

 г) Найти число всех возможных аккордов, в котором нет подряд идущих нот.

Решение.

а) При выборе трезвучия по его определению порядок важен. Значит А
[image: image134.wmf]210
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трезвучий в одной октаве.
б) каждый аккорд из 3 нот при разном порядке нажатия клавиш даст 6 трезвучий. Значит, аккордов в 6 раз меньше, чем трезвучий: 210:6=35.

Можно также использовать формулу С
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в) Надо выбрать без учета порядка 2 ноты из 6, ведь нота соль уже фиксирована. Итак 
С
[image: image136.wmf]15
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 г) для краткости пронумеруем клавиши по порядку: 1,2,3,4,5,6,7 и проведем перебор случаев. Пусть «меньшая» выбранная клавиша 1, и пусть выбрана клавиша 3, тогда третьей клавишей может 5,6,7. Всего 3 случая. Пусть выбрана клавиши 1 и 4. Тогда третьей может быть 6 и 7. Всего 2 случая .При выборе1 и 5 можно добавить только клавишу 7. Итак, есть 3+2+1=6 аккордов, содержащих ноту до.
Пусть «меньшая» выбранная клавиша 2, тогда подходящие аккорды (2,4,6), (2,4,7), (2,5,7), всего 3 аккорда.
Пусть «меньшая» выбранная клавиша 3. Тогда возможно (3, 5,7)- 1 случай.

Всего 6+3+1=10.

№ 52.16. 

Из колоды в 36 карт выбирают 5 карт и потом одновременно открывают их. Найдите: 

а) число всех возможных вариантов открытых карт; 
б) число вариантов, при которых среди открытых карт есть 4 туза; 

в) число вариантов, при которых все открытые карты пиковой масти; 

г) число вариантов, при которых все открытые карты одной масти.
Решение: а) 5 карт вынимают без учета порядка их расположения и без учета их вида, поэтому число всех возможных вариантов выбора равно
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б) Сформировать выборку из 5 карт с 4 тузами можно следующим образом: выбираем из 4 тузов всех четырех ( число способов равно С 
[image: image138.wmf]1
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), а затем выбираем еще 1 карту из 32 оставшихся карт (без тузов) по правилу произведения число вариантов равно 
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 в) В колоде 4 масти, количество пиковых карт равно 36:4 = 9. Выбираем из 9 пиковых карт 5 любых карт без учета порядка:  
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г) Количество мастей в колоде 4, количество способов выбрать 5 карт одной масти - С
[image: image141.wmf]126
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, выбрать 5 карт одной масти 4
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 различных способов осуществления.
Ответ: а) 376992; б) 32; в) 126; г) 504.

№52.17.

За четверть в классе прошли 5 тем по алгебре. Для подготовки к контрольной работе составлено по 10 задач к каждой теме. На контрольной будет по одной задаче из каждой темы. Ученик умеет решать только по 8 задач в каждой теме. Найти: 

а) общее число всех вариантов контрольной работы; 

б) число тех вариантов, в которых ученик умеет решать все 5 задач;

 в) число тех вариантов, в которых ученик ничего не может решить; 
г) число тех вариантов, в которых ученик умеет решать все задачи, кроме первой.
Решение.
Предположим, что есть 5 листов, на каждом по 10 задач, из которых будет составлена контрольная работа. На каждом листе ученик отметил те 8 задач, которые умеет решать. 
а) Предполагаем, что при составлении контрольной работы будет выбор по одной задаче из каждого листка будет проводиться независимым образом. Значит к 5 испытаниям – выборам 5 задач применимо правило умножения. Всего 5 тем, по каждой теме по 10 задач, значит общее число всех вариантов контрольной работы 10
[image: image143.wmf]100000

10

10

10

10

=

×

×

×

×

 вариантов выбора.

б) общее число всех вариантов контрольной работы  как в пункте а) выбор производится из 8 отмеченных задач. 8
[image: image144.wmf]32768
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в) 2
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г) на первом листке выбор производится из двух задач, которые ученик не смог решить, а на остальных 4 листах- из 8 отмеченных задач. По правилу умножения получим 2
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· № 52.18. 

Встретились несколько человек и стали здороваться друг с другом. Рукопожатий было от 60 до 70. Сколько всего человек встретились, если известно, что: 

а) каждый здоровался с каждым;

б)только 1 человек не здоровался ни с кем;

в)только 2 не поздоровались между собой;

г) 4 поздоровались только  между собой.

Решение:

а) Число рукопожатий равно числу пар из n элементов без учета порядка выбора, поэтому: 60
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n=12. При n= 11 n
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б) Если 1 человек не здоровался ни с кем, то пары образовались из n -1 элемента, т.е. 
60
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Поскольку 12
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в) Если только 2 не поздоровались между собой, то количество рукопожатий было на 1 меньше:
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Поскольку 12
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г) В этом случае группа из n человек разделяется на 2 части; рукопожатиями обменялись только люди внутри этих частей, т.е. 
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Поскольку 11
[image: image163.wmf]110
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,то n-4=11, n =15.

Ответ: а) 12; б) 13; в) 12; г) 15.

· № 52.19. 

Из 20 вопросов к экзамену ученик выучил 12, 5 совсем не смотрел, а в остальных что-то знает, а что-то нет. На экзамене в билете будет 3 вопроса. 
а) Найти количество возможных вариантов билета. 
б) Сколько из них тех, в которых ученик знает ответы на все вопросы? 

в) Сколько из них тех, в которых есть вопросы всех трех типов? 

г) Сколько из них тех, в которых ученик выучил большинство ответов на вопросы?
Решение. 
а) Для  сдающего экзамен порядок вопросов не важен. Значит, есть всего С
[image: image164.wmf]1140
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 вариантов билета, именно столькими способами 3 вопроса можно выбрать из имеющих 20.

б) Тут выбор происходит только из тех 12 вопросов, которые выучил ученик. С
[image: image165.wmf]220
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 вариантов билета, в котором ответы на все 3  вопроса выучены.

в) 1 из 12 выученных вопросов можно выбрать 12 способами. 1 из 5 неизвестных вопросов – 5 способами,  1 из 3 частично выученных – 3 способами. По правилу умножения 12
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 билетов. 
г) Большинство из трех- это или 3, или 2 выученных вопроса. Первый случай это С
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. 2 вопроса из 12 выученных можно выбрать С
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способами. Один вопрос из  8 оставшихся  - 8 способами. 8
[image: image169.wmf].
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Значит, всего получится 220+ 528= 748 билетов, в которых выучено большинство ответов на вопросы.
· № 52.20. 

В  оперном театре 10 певцов и 8 певиц, а в хоре по пьесе 5 мужских и 3 женских партии.

а) Сколько существует различных составов хора?
б) То же, но если известно, что певцы А и Б ни за что не будут петь вместе?

в) То же, но если известно, что певец А будет петь тогда, и только тогда, когда будет петь певица В?
г) То же, если 6 певцов накануне сорвали голос на футболе и одной певице придется петь мужскую партию?

Решение:

а) Если все певцы и певицы прекрасно ладят между собой, то нет ограничений на формирование певческих составов для спектакля. 5 певцов из 10 имеющих без учета порядка выбираем С
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 способами; 3 певиц из 8 имеющихся - С
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 способами;  общее количество певческих составов  по правилу произведения равно:
С
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б) Количество певческих составов, в которых А и Б не будут петь вместе, можно найти2 способами.
1.способ. Исключение ненужных вариантов. Найдем количество составов, в которых А и Б поют вместе, а затем вычтем это из общего количества певческих составов. Если А и Б поют ( два элемента фиксированы),  то выбрать еще трех певцов из 8 оставшихся можно С
[image: image173.wmf]3
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 способами.  Столько же есть способов выбора певиц; количество составов, в которых А и Б поют вместе, равно:
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Количество составов, в которых А и Б не поют вместе, равно:

С
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2-й способ.

Если А и Б не поют вместе, то это может реализоваться одним из трех взаимоисключающих способов: 

А поет, Б не поет; количество таких составов равно: 

1
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( 1 означает, что А поет; еще 4 певцов выбираем из 8 оставшихся, без А и без Б; С
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А не поет, Б  поет; количество таких составов равно: 

1
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А не поет и Б  не поет; количество таких составов равно: 
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По комбинаторному правилу суммы общее количество певческих составов в этом случае равно:

С
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в) Певец А и певица Б поют только вместе, либо оба не поют. Количество певческих составов:
А и Б поют: 1
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;

А и Б не поют: С
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 По комбинаторному правилу суммы общее количество певческих составов в этом случае равно:

 1
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г) Мужской состав включает четверых оставшихся певцов и одну из 8 имеющихся женщин, а женский состав – 3 из 7 оставшихся женщин ( одна поет мужскую партию), поэтому общее количество певческих составов в этом случае равно:

 1
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 Ответ: а) 14112; б) 10976; в) 7056; г) 280.
Задачи по теории вероятности
1. Задачи с бросанием кубиков 

№1.
 Брошены две игральные кости. Какова вероятность того, что: 1) хотя бы на одной кости появится 3 очка; 2) хотя бы на одной кости появится четное число очков? 

 Решение.
Общее число исходов n = 6
[image: image188.wmf]36
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, все исходы равновозможные.

Рассмотрим события: А- «хотя бы на одной кости появится 3 очка»;  В – « хотя бы на одной кости появится четное число очков».

Количество благоприятствующих  вариантов  находим исключением «ненужных» вариантов: 

1) m
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(на первой нет 3 и на второй нет 3)
                                            Р(А)= 
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Ответ: 1) 
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; 2) 
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№2.
В некоторой настольной игре игрок бросает сразу  2 кубика и делает столько ходов, какова сумма выпавших очков. Какова вероятность того, что игрок сделает менее 10 ходов? 
Решение.

Общее число исходов n = 6
[image: image195.wmf]36
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, все исходы равновозможные.

Рассмотрим событие А – «сумма выпавших на кубиках очков меньше 10».

Количество благоприятствующих исходов найдем непосредственным подсчетом числа «ненужных» вариантов:

	Сумма
	10
	11
	12

	Варианты появления очков
	4-6

5-5

6-4
	5-6

6-5
	6-6

	Количество вариантов
	3
	2
	1


Всего 3+2+1=6 «ненужных» вариантов из 36, следовательно, m
[image: image196.wmf]30
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Ответ: 
[image: image198.wmf]6
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Таблица для аналогичной задачи про сумму выпавших очков и количестве вариантов, в которых выпадает эта сумма
	Сумма

выпавших 

очков 
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Количество

вариантов
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	Выпадение

очков 
	1-1
	1-2

2-1
	1-3

2-2

3-1
	1-4

2-3

3-2

4-1
	1-5

2-4

3-3

4-2

5-1
	1-6

2-5

3-4

4-3

5-2

6-1
	2-6

3-5

4-4

5-3

6-2
	3-6

4-5

5-4

6-3
	4-6

5-5

6-4
	5-6

6-5
	6-6


№3.
Брошены две игральные кости. Какова вероятность того, что:
1) среди выпавших очков хотя бы одна единица;

2) сумма выпавших очков больше трех;

3) сумма выпавших очков меньше 11;

4) произведение выпавших очков меньше 27.

Решение.

Общее число исходов n = 6
[image: image199.wmf]36
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, все исходы равновозможные.

Рассмотрим события: А- « среди выпавших очков есть хотя бы одна единица»;  В – «сумма выпавших очков больше трех»; С – «сумма выпавших очков меньше 11»; D – «произведение выпавших очков меньше 27 ».
Количество благоприятствующих каждому  из этих событий найдем непосредственным подсчетом числа «ненужных» вариантов.

Исходов, в котором нет ни одной единицы, всего 5
[image: image200.wmf]25
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, поэтому m
[image: image201.wmf]11
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Исходов, в котором сумма выпавших очков не больше трех ( это 1-1, 1-2, 2-1), поэтому m
[image: image202.wmf]33
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Исходов, в котором сумма выпавших очков не меньше 11, всего 3 (это 5-6, 6-5, 6-6), поэтому m
[image: image203.wmf]33
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Исходов, в котором произведение выпавших очков не меньше 27, всего 3( это 5-6, 6-5, 6-6) , поэтому m
[image: image204.wmf]33
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 Искомые вероятности:
Р(А)= 
[image: image205.wmf]36

11

, Р(В)=
[image: image206.wmf]12
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, Р(С)=
[image: image207.wmf]12
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, Р(D)=
[image: image208.wmf]12
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.
Ответ: 1) 
[image: image209.wmf]36
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; 2) 
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№ 4.
Бросают 3 игральных кубика. Какова вероятность того, что сумма выпавших на них очков будет равна а) 3; б) 4; в) 5; г) 7
Решение.

Общее число исходов n = 6
[image: image211.wmf]216
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, все исходы равновозможные.

Событие А – «сумма выпавших на них очков будет равна  3»; В- «сумма выпавших на них очков будет равна  4»; С- «сумма выпавших на них очков будет равна  5»; D-« сумма выпавших на них очков будет равна  7».

а) набор 1,1,1; m
[image: image212.wmf].

1

=

А


Р(А)= 
[image: image213.wmf]216
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б ) набор, дающий в сумме 4: 2,1,1; он допускает 3 перестановки, m
[image: image214.wmf]3
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Р(В) =
[image: image215.wmf]72
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в) Наборы, дающие в сумме5; 3,1,1; 2,2,1; каждый набор допускает по 3 перестановки, значит m
[image: image216.wmf]6
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[image: image217.wmf]36
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г) Наборы, дающие в сумме7; 5,1,1; 4,2,1; 3,2,2. Этот набор дает 3!= 6 перестановок от каждых наборов. m
[image: image218.wmf]15
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Р(D) = 
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Ответ: а) 
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2. Задачи с монетами

Диагностическая работа 7.12.2011г.

№1
В кармане у Пети было 2 монеты по 5 рублей и 4 монеты по 10 рублей. Петя, не глядя, переложил какие-то 3 монеты в другой карман. Найдите вероятность того, что 5-рублевые монеты лежат теперь в разных карманах.

Решение.
Всего монет 6, перекладываются 3 монеты.
Пусть число равновозможных исходов n = C
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Событие А- « 5 рублей лежат в разных карманах» 

m = C
[image: image222.wmf]12
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, где 
[image: image223.wmf]2
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- выбор 2 монет достоинством в 10 рублей, С
[image: image224.wmf]1
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- выбор 1 монеты в 5 рублей.
Р(А)= 
[image: image225.wmf]6
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Ответ: 0,6

№2
       В кармане у Пети было 4 монеты по 1рублю и 2 монеты по 2 рубля. Петя, не глядя, переложил какие-то 3 монеты в другой карман. Найдите вероятность того, что обе двухрублевые монеты лежат в одном  кармане.

Решение.
   Всего монет 6, перекладываются 3 монеты.
 Число равновозможных исходов без учета их расположения в наборе будет      

n = C
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Событие А- «обе двухрублевые монеты лежат в одном  кармане».

Выбираем 1 монету из 4 монет по 1 рублю С
[image: image227.wmf]4
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способами. Выбираем 2 монеты из двух имеющихся монет по 2 рубля С
[image: image228.wmf]1
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. Всего возможно получить в одном кармане по правилу произведения m = 4
[image: image229.wmf]4
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способа. 
m = C
[image: image230.wmf]4
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способа, что в другом кармане окажутся 3 монеты по 1 рублю. Итого 8 способов.
Р(А)= 0,4

Ответ:  0,4

Задачи с монетой, кубиком
№1
На стол бросают монету и игральный кубик. Какова вероятность того, что: 1) на монете появится орел, а на кубике – 2 очка; 2) на монете появится решка, а на кубике –нечетное число очков?

Решение.

Общее число исходов n = 2
[image: image231.wmf]12
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( 2 исхода монеты и 6 исходов кубика), все исходы равновозможны. 

1) событие А- « на монете орел, на кубике – 2 очка». Количество благоприятствующих исходов m
[image: image232.wmf].
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2) Событие В- «на монете появится решка, а на кубике –нечетное число очков»

 Количество благоприятствующих исходов: на монете1, на кубике 3(1,3,5очков) m
[image: image234.wmf]3
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P(B) = 
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Ответ: 1)
[image: image236.wmf].
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В предыдущих задачах  мы рассматривали совместные события, то есть такие, где появление одного из них не исключает появление и другого. Например, при бросании идеальной кости событие «выпадение четного числа очков» и «выпадение двойки» - события совместные. События называются несовместными, если они не могут произойти вместе (одновременно) при одном и том же опыте. Так как события А и В несовместные следовательно вероятность суммы двух ( и более) несовместных событий равна сумме вероятности этих событий
Р(А+В) = Р(А) + Р(В) (теорема1)
Р(А) + Р(
[image: image237.wmf]А

) = 1 (следствие из т.1), где 
[image: image238.wmf]А

- противоположное событию А
Эта формула только для несовместных событий.
Пример 1.

На складе имеется 50 деталей, изготовленных тремя бригадами. Из них 25 изготовлено первой бригадой, 15 – второй, и 10 – третьей. Найти вероятность того, что на сборку поступила деталь, изготовленная второй или третьей бригадой. 

Решение. Так как поступление детали, изготовленной одной бригадой исключает появление детали, изготовленной другой бригадой, то события несовместны. Вероятность поступления детали из бригад обозначим соответственно Р(А), Р(В), Р(С). Имеем  
Р(А) = 
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Р(С+В) = 
[image: image240.wmf]2

1

5

1

10

3

=

+


Задачи В
[image: image241.wmf]10

 « ЕГЭ 3000 задач, математика» (А.Л. Семенов, И.В. Ященко)
 № 367 

Конкурс исполнителей проводится в 5 дней. Всего заявлено 50 выступлений – по одному от каждой страны. В первый день 26 выступлений, остальные распределены поровну между оставшимися днями. Порядок выступлений определяется жребием. Какова вероятность, что выступление представителя России состоится в третий день?

Решение.

Так как участников выступлений было по одному из каждой страны и вступления были распределены по жребию т.е. по одному разу, то события несовместные. 
1) Вероятность выступления 26 стран в 1 день  Р(А) = 
[image: image242.wmf]52
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2) 1 – 0,52 = 0,48 вероятность непопадания  России в 1 день.

3) 50 – 26 = 24 количество участников, которые должны выступить в один из оставшихся 4 дней. Так как выступления распределены поровну между оставшимися участниками на 4 дня, ( 24: 4 = 6 участников выступать должны в каждый день) и их выступления равновозможны, то и вероятность выступления любого из оставшихся участников одинакова. Вероятность выступления участника России в третий день равна 0,48 : 4 = 0,12 

Получается у оставшихся  участников такая же вероятность выступления, т.к разделены они поровну между 4 днями.
Ответ: 0,12 

Решение задач № 368 – 371 аналогично.
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